PercenTacens

Formulario
800% = 800/100 = 8 32% = 32/100 = 0,32
80% = 80/100 = 0,8 3,2% =3,2/100 =0,032
8% = 8/100 = 0,08 0,32% = 0,32/100 = 0,0032
8% =0,8/100 = 0,008 0,032% = 0,032/100 = 0,00032
Em geral
p
[y — i
p% 100
100% <---> tudo 60% <---> um pouco mais da metade
50% <---> metade 40% <---> quase a metade
25% <---> um quarto
20% <---> um quinto Nao posso pedir 100% de abatimento, mas posso ter
10% <---> um décimo 100% de aumento de salario, e mesmo 200%.
Aumento  <------- > percentual positivo
Diminuicao <------- > percentual negativo
[ Tomar (20% de A) = 0,20 A ]

Se de um valor A passamos para um valor B, e
— se houve aumento de 25%, entdao B = 1,25 A ;
— se houve diminuicao de 25%, entdao B = 0,75 A .

Evite erros graves sempre tendo em vista que, ao passar de um valor A
para um valor B com

.aumento de 100%: A-B =A+ 100% A=A+ A = 2A = dobra
.aumento de 200%: A- B =A + 200% A = A + 2A = 3A = triplica

.diminuicdo de 100%: A-B=A-100%A=A-A=0 (cuidado!)
.diminuicdo de 200%: A - B = A -200% A = A - 2A = -A (cuidado!)

| { Problemas de composicao de percentagens sao resolvidos por multiplicagéo!] Preste_

Exemplificando, se de um valor A passamos a um valor B
. por aumento de 20%, sequido de aumento de 30%: B = 1,20x1,30 A = 1,56 A, aumento de 56%;
. por aumento de 20%, seqguido de diminuicdao de 30%: B = 1,20x0,70 A = 0,84 A, diminuiu 16%



1).- O que é uma percentagem¢

Em muitas situacoes, em vez de expressarmos o valor de uma grandeza em termos de uma uni-
dade, pode ser mais conveniente expressa-la em termos de um multiplo grande da unidade.
Seguindo um velho costume dos comerciantes e banqueiros, ficou popular expressar grandezas
em termos de uma centena de vezes uma unidade (poderiamos ter escolhido uma dezena, um
milhar, uma dizia ou qualquer outro multiplo da unidade).

Assim, dizer que “ganhei R$ 0,08 para cada R$ que apliquei naquele negdécio”, equivale a dizer
que “ganhei R$ 0,8 para cada R$ 10 que apliquei”, ou que “ganhei R$ 8 para cada R$ 100 que
apliquei”. Esta ultima alternativa, ao menos neste caso, é mais facil de ser assimilada, e

costuma ser expressa abreviadamente como “ganhei 8% do que apliquei naquele negdcio”; temos
aqui um exemplo ilustrando a ideia da percentagem.

O simbolo da percentagem ¢é %
e tem esta forma porque é uma abreviagcdo de /100 (ou seja, de “dividido por 100”).
Exemplificando:

800% = 800/100 = 8 32% = 32/100 = 0,32
80% = 80/100=10,8 3,2% =3,2/100 =0,032
8% = 8/100 =0,08 0,32% =0,32/100 = 0,0032

0,8% = 0,8/100 = 0,008 0,032% = 0,032/100 = 0,00032

Toda percentagem ¢ uma razdo a/b da forma a/100. Por exemplo: 8% é o mesmo que 8 por 100.
Em geral:

% = £
p 7 100

Acima, note que p é um numero real; em particular, a menos que p seja um numero inteiro, a
expressao p/100 nao serd uma fragao centesimal, ao contrario do que muitos livros dizem.

Também note que s6 podemos escrever a expansdo decimal de p% quando conhecermos o valor numérico de
p. Isso é a principal fonte da confusdao que a maioria dos livros faz sobre o assunto percentagem. Insistindo:
7,5% = 7,5/100 = 0,075, mas com p genérico s6 posso escrever: p% = p/100.

2).- Como calcular o percentual de uma parte relativamente a um todo?

Mostremos o procedimento usando um exemplo.

Se temos 28 pdginas de publicidade numa revista de 80 pdginas, qual o percentual de
publicidade na revista?

Temos 28 pag publ. para 80 pag rev, ou seja 28/80 pag publ para 1 pag rev, o que é o mesmo que
0,35 pag publ para 1 pag rev, de modo que temos 0,35 X 100 pag publ para cada 100 pag rev, ou
seja: 35 pag publ para 100 pag rev, o que é abreviado como “temos 35% de publicidade na
revista”.

Na pratica, trabalhamos mais rapidamente: 28/80 = 0,35 = 35% (pois 0,35 = 35/100).

/ Para achar o percentual de elementos de uma parte A \
de um conjunto U, calculamos:
medida de A

A

p =
medida de U A
e expressamos o valor de p em %.

\ (exemplo: p = 0,35 = 35%) /

Com a féormula acima, podemos resolver trés tipos de problemas: tendo A e U, achar p; tendo p e
A, achar U; e tendo p e U, achar A. Vejamos um exemplo numérico de cada.



Exemplo (A, U - p)
Numa turma de 30 estudantes, 20 deles sdo meninas. Qual o percentual de meninas na turma?
Temos U = 30, A =20, logo a turma é composta de p = 20/30 = 0,666 = 66,6% de meninas.

Exemplo (p, A-U)

Um total de 3 390 eleitores votaram na cidade XYZ, o que corresponde a 75% do eleitorado desta
cidade. Quantos eleitores tem a cidade?

Temos votantes/eleitores = 75% = 0,75, logo eleitores = votantes/0,75 = 3 390/0,75 = 4 520.

Exemplo (p, U—- A)

Das 720 lampadas de uma escola, 62,5% delas estavam queimadas. Achar o nimero de ldmpadas
queimadas.

Temos queimadas/total = 62,5% = 0,625, logo lampadas queimadas = 0,625 X 720 = 450.

3).- Aumento e diminuigao percentual

Exemplo -

No inicio do ano, José tinha R$ 4 000 de economias, que chegaram a R$ 4 500 no fim do ano. Di-
Zemos (ue suas economias tiveram uma variacao de 4 500 - 4 000 = 500 reais (ou que aumen-
taram de 500 reais), e uma variagdo relativa de 500/4000 = 0,125 = 12,5%. Também dizemos que
suas economias aumentaram 12,5%.

Exemplo -

No inicio do ano, José tinha R$ 4 000 de economias, mas elas baixaram para R$ 3 500 no fim do
ano. Dizemos que suas economias tiveram uma variag¢ao de 3 500 - 4 000 = - 500 reais (ou que
diminuiram 500 reais), e uma variacao relativa de -500/4000 = -0,125 = - 12,5%. Também dize-
mos que suas economias diminuiram 12,5% (note que o “diminuiram” dispensa o sinal negativo).

Aumento - <------- > percentual positivo
Diminuicao <------- > percentual negativo

Em geral, se uma grandeza passar de um valor A para um valor B, sua variacao é B - A, e sua

B—A Fundamental

A / Entender isto!

disso, tiramos: B=A+pA=(1+p)A

variacao relativa= p =

Exemplo -

Uma fabrica, que produzia 240 unidades por ano, teve sua produtividade aumentada em 30%.
Quantas unidades ela esta fabricando anualmente?

Temos “aumento de 30%” =p = + 30% = 0,30, logo B = (1+4+0,30) A = 1,30 X 240 = 312. Ou seja,
a fabrica esta produzindo 312 unidades por ano.

(Na pratica, abreviamos esses calculos para B = 1,30 A = 1,30 X 240 = 312 .)

Exemplo -
Uma fabrica, que produzia 240 unidades por ano, teve sua produtividade diminuida em 30%.
Quantas unidades ela esta fabricando anualmente?

Agora, “diminuicao de 30%” = p = - 30% = -0,30, logo B = (1-0,30) A

0,70X240 = 168.
(Na pratica, abreviamos esses calculos para B = 0,70 A = 0,70 X240 =1

8.)



Se de um valor A passamos para um valor B, e
— se houve aumento de 25%, entdao B =1,25A;
— se houve diminuicdo de 25%, entdao B = 0,75 A.

Evite erros graves sempre tendo em vista que, ao passar de um valor A
para um valor B com

.aumento de 100%: A-B=A+ 100% A=A+ A = 2A =dobra
.aumento de 200%: A—- B = A + 200% A = A + 2A = 3A = triplica

.diminuicdo de 100%: A-> B =A-100% A=A-A=0 (cuidado!)
.diminuicdo de 200%: A - B = A -200% A = A - 2A = -A (cuidado!)

Pontos percentuais

A expressao "pontos percentuais" é bastante empregada nos meios de comunicagdo, mas
é mais uma invencao brasileira; dificilmente aparecera em problemas olimpicos. Seu
significado pode ser facilmente entendido a partir de alguns exemplos:

* se a inflagdo subiu de 5% para 10%, podemos dizer que houve um aumento de 100%
na inflagdo, e também dizer que a inflacdo subiu cinco pontos percentuais;

* se 0 imposto XYZ subiu de 2% para 3%, é a mesma coisa dizer que o aumento foi de
50% e dizer que o imposto subiu um ponto percentual ;

* se a taxa de juros passou de 20% para 50%, esse aumento pode ser descrito como
sendo um aumento de 150% ou como sendo um aumento de 30 pontos percentuais.

4).- Composicéao de percentagens (ou evolugéo percentual por etapas)

Estamos falando de situagdes como a seguinte:
se a inflacdo de novembro foi 3% e a de dezembro foi 5%, qual a inflacdo total nestes dois meses?

A enorme maioria das pessoas acha que esse tipo de problema é resolvido por soma. Isto é total-
mente falso:

[ Problemas de composicao de percentagens sao resolvidos por multiplicacao! ]

Comprovemos!

Se no inicio de novembro um produto custava A reais, no inicio de dezembro ele custara A reais
mais 3% de A, ou seja: custard B = A + 0,03A = 1,03 A, e no inicio de janeiro estard custando
B'=B+0,05B=1,06B=1,05x1,03A =1,0815 A. Consequentemente, a inflagao total foi de
8,15%. (O que é diferente de 3% + 5% = 8%.)

Alguém poderia observar que, no exemplo acima, a diferenca entre o valor correto da inflagdo total (8,15%)
e o valor errado dado pela grande maioria das pessoas (0 3% + 5% = 8%) foi bem pequeno.

Contudo, a diferenca seria grande se os percentuais envolvidos também fossem grandes. Por exemplo, a
composicdao de um crescimento percentual de 30% com um de 50% é dada por 1,30 x 1,50 = 1,95, o que
corresponde a um crescimento total de 95%, bem maior do que o valor errado 30% + 50% = 80%.

Vejamos alguns modelos de problemas de composicdao de percentagens.

Exemplo -

Nas férias de verdo, José engordou 20% em janeiro e 10% em fevereiro, enquanto que Maria en-
gordou 10% em janeiro e 20% em fevereiro. Quem engordou mais?

Resp.

como podemos fazer o produto de dois nimeros em qualquer ordem, sem alterar o resultado, é
desnecessario fazer qualquer conta para ver que os dois engordaram o mesmo percentual. Con-



tudo, como este é um primeiro exemplo, fagamos os calculos para mostrar bem explicitamente o
que foi afirmado.

(peso de José no final) = 1,10 x 1,20 x (peso de José no inicio de jan.)

(peso de Maria no final) = 1,20 x 1,10 x (peso de Maria no inicio de jan.)

Exemplo -

Se nossa veranista Maria tivesse engordado 10% em jan, mas emagrecido 10% em fev, qual o
efeito total?

Resp.

pelo que ja vimos e alertamos, V. deve estar em melhor situacao que a maioria dos vestibulandos,
os quais acham que o efeito total é zero ( pois 10 - 10 = 0 ). Claro que nao €, pois 1,10 x 0,90
nao da 1, mas 0,99. Ou seja: Maria emagreceu 0,01 = 1% de seu peso, pois 1 - 0,01 = 0,99.

Um alta e uma baixa de mesmo valor percentual nunca se anulam!
Seu efeito total sempre é uma diminuicao.

Exemplo -

José tem uma divida de R$ 300 numa loja, a qual cobra juros de 0,5% ao més. Sendo que ele esta
ha 8 meses sem fazer pagamentos, quanto ele esta devendo?

Resp.

A cada més sua divida aumenta em 0,5%, o que equivale dizer que ela passa de A para A + 0,5%A
ou seja, passa de A para 1,005 A. De modo que teremos, em oito meses:

300 - 1,005X300 — 1,005 %(1,005%300)=1,005>%300 - 1,005%(1,005>x300)=1,005>x300=" -
.- =1,005°%300=1,040707x300=312,21 .

Exemplo - (muito importante)

A incidéncia da malaria vinha dobrando a cada 2 anos. Qual o aumento percentual annual equiva-
lente?

Resp.

Indicando por p o percentual procurado, em dois anos a quantidade de malarientos passa de M
para M'tal que M'=2M , mastambém M'=(1+p)’M .De modoque (1+p) =2 , e entdo

p=V2-1~1414-1=0,414 =41,4% .

Ou seja, o numero de malarientos vinha aumentando 41,4% ao ano.
Vale a pena enfatizar: “um aumento de 100% bianual” equivale a “um aumento de 41,4% anual”.
Voce também pode comprovar isso diretamente: (1+1)A = 1,414> A

Exercicio -
Mostre que um aumento bimensal de 40% equivale a um aumento mensal de 18,3%.

Exercicio -
Mostre que uma diminui¢do annual de 40% equivale a uma diminuicdo semestral de 22,5% .

5).- Exercicios didaticos

Exercicio -

José foi ao banco e aplicou R$ 2 500 numa poupanca. Esta rendeu 5% no primeiro ano, 8% no se-

gundo, 13% no terceiro e 21% no quarto ano. Pede-se:

a). seu saldo no final do quarto ano.

b). o rendimento percentual equivalente por ano.

c). alguns autores, em vez de dizerem “redimento percentual equivalente”, falam em “rendi-
mento percentual médio”, o que tende a fazer confusdo com a “média aritmética dos rendi-
mentos”; calcule essa média e compare-a com o rendimento equivalente achado em (b).

Resp.

a)-B=1,06x1,08x1,13x1,21 x 2500 = 3876,30

b)- B=(1+p)* A ,logo 3876.30 = (1+p)* 2500, de onde 1+ p =1/3876,30/2500 = 1,1159,
de modo que p =0,1159 = 11,59% .



c)- média (aritmética) dos rendimentos é 47%/4 = 11,75%.

Exercicio -
Completar a tabela abaixo:

Etapa 1 Etapa 2 Resultante
Aumento de 20% Aumento de 10% Aumento de 32%
Aumento de 10% Diminuicado de 10%
Aumento de 10% Aumento de 20%
Aumento de 10% Aumento de 10%
Diminuicao de 20% Diminuicao de 20%
Aumento de 10% Diminuicao de 5%
Aumento de 25% Diminuicao de 20%
Diminuicao de 3,2% Diminuicao de 6.8%
Aumento de 12,5% Aumento de 38,75%
Diminuicao de 25% Diminuicao de 36,25%
Diminuicao de 36% Constante (ndo hd mudanca)

Exercicio -

Aumentando de 12% cada lado de um quadrado, de que percentual aumentamos a area?
Resp. 25,44%

Exercicio -

Continue os calculos seguintes, concluindo com o resultado expresso em expansao decimal e de-
pois em percentos: (1+20%)(1+30%) =1 + 20% + 30% + 20% 30% = 1,50 + 20% 30% = ...
Confira sua resposta com (1+20%)(1+30%) = 1,20 x 1,30 = ...

Exercicio -

Se um produto teve um aumento de 8%, de qual percentual devera ele diminuir para voltar ao
precgo original?

Resp.: 7,41% . Que calculo V. deve fazer para confirmar esta resposta? Por que a maioria das pes-
soas acham que a resposta é “diminuir 8%"?




Pratica
1).- Treinamento olimpico

Exercicio - /
A figura representa um queijo redondo do qual foi cortada uma fatia de 15%

do seu tamanho. Pede-se o valor do dngulo associado, em graus. g
Resp.: 54°

Exercicio -

O mineral bauxita contém 24 % de alumina, e a eletrolise desta produz 53% de aluminio. Pede-se
uma formula que permita calcular a quantidade de aluminio que se consegue produzir a partir de
uma dada quantidade de bauxita.

Resp.: A=0,1272 B

Exercicio -

Um barril esta com 70% de sua capacidade ocupada. Nessa condicao, ele tem 30 litros a mais do
que tinha quando estava com 30% de sua capacidade. Qual € sua capacidade maxima?

Resp.: 75 litros

Exercicio -

Um supermercado esta com a seguinte promoc¢ao: “Leve a sequnda caixa pela metade do preco”.
Que percentual de economia permite essa promo¢ao?

Resp.: 25%

Exercicio-
Os honordérios de uma agéncia de propaganda sdo compostos de duas parcelas: o custo de produ-
cdo (atores, filmes, etc ) e uma comissdo de 15% sobre o custo de producdo. Por sua vez o IR
( Imposto de Renda ) cobra da agéncia um imposto que:
* era de 5% do valor da comissdao
* passou a ser 5% do valor da comissao e mais 5% dos honorarios.
Pergunta-se:
* que percentual da comissédo o IR representava? E agora?
* 0 novo lucro é que percentual do antigo? Isso justifica a reclamacdo das agéncias?
Resp: 5%, 43.3%, 59.7%

Exercicio -

Um quadrado tem 400 cm> de drea. De qual percentual devemos diminuir seu lado para que a
drea diminua 20% ?

Resp.: aprox 10,6%

Exercicio - (nivel II)

Na beirada de um canteiro circular de jardim, foi feita uma calcada circular que aumentou a area
do canteiro em 96%. Sendo de 4 m a largura de tal calcada, achar o raio do canteiro original.
Resp.: 10 m.

Exercicio -

Explique por que o seguinte método funciona se, num restaurante, V. quiser acrescentar uma
gorjeta de 15% a despesa D:

primeiro escrevo o valor D; segundo, movo a virgula decimal de D uma casa para a esquerda e
escrevo essa quantidade embaixo de D; terceiro, divido essa ultima quantidade por 2 e escrevo o
resultado dessa divisdo; o total a pagar é a soma das 3 quantias escritas.

Exercicio -

Ap0s reportagem em programa televisivo de grande audiéncia, uma das maiores multinacionais
do setor de alimentos publicou matéria paga defedendo-se de ter reduzido o peso de seus produ-
tos. Nessa matéria, a multinacional disse: "Reduzimos o peso de nossa linha de biscoitos wafer de



200 gramas para 150 gramas. Mas, também o prec¢o do produto foi reduzido, em 20%".
Pergunta-se: V. concorda com a explicacdo?
Resp.: 25% e 20% sao valores bem diferentes.

Exercicio -

Escreveu um dos mais famosos jornalistas do pais: "Dos R$ 23 milhbées do Orcamento para a
Agricultura Familiar, até agora foram gastos apenas R$ 800 mil, ou seja: apenas 0.4%".
Pede-se calcular o percentual correto e entdo explicar o porqué do erro do jornalista.

Exercicio -

Ha uma semana, o armazém vendia uma dizia de ovos e 10 macas pelo mesmo preco. Agora, o
preco dos ovos esta 10% mais barato e o das mac¢as 2% mais caro. Quanto gastarei a mais (em %)
para comprar uma diuzia de ovos e 10 macas?

Resp.: 4%

2).- Problemas olimpicos

Exercicio -

Um comerciante tinha 100 Kg de morangos, cujo teor de umidade era 99% e que eram vendidos
a R$30 por Kg. Sendo que hoje a umidade deles baixou para 98%, ele quer saber como remarcar
o preg¢o de modo a ndo ter prejuizo.

Resp.: R$ 60 por Kg.

Exercicio -
Ao contrdrio da ideia popular, a ocorréncia dos ciclo verdo-inverno ndo é governada pela maior
ou menor proximidade da Terra em relagdo ao Sol, mas pela inclinacdo do eixo de rotacdo da Ter-
ra em relacdo aos raios do Sol. Contudo, pode-se observar que o verdo do hemisferio-sul ( HS ) é
mais quente do que o verdo do hemisferio-norte ( HN ). Para isso aponta-se duas causas:

- no verdo do HS, a Terra esta 4% mais proxima do Sol do que na época do verdo HN;

- 0 HS tem mais oceanos.
Pede-se: levando em conta apenas a primeira dessas causas, calcular em % o quanto o verdo do
HS ¢é mais quente do que o do HN.
( NOTA: por "mais quente" queremos dizer "recebe mais energia calorifica" .)
Resp.: 8,5%

Exercicio -

O preco P de uma mercadoria sofreu um aumento de a%, depois sofreu uma baixa de b%, a qual
" .. 1

téz o preco voltar ao valor original P Mostrar que b = afg(()JO .

Exercicio - (nivel II, dificil)

Um colar de pérolas tem menos de 500 pecas, as quais podem ser pérolas grandes ou pequenas.
Substituindo 70% das grandes por pequenas, o peso do colar diminui 60%, e substituindo 60%
das pequenas por grandes, o peso aumenta 70%. Quantas pérolas tem o colar?

Resp.: 85, 170, 255, 340 ou 425 pérolas.



